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Cap´ıtol 1
Introduccio´
Al llarg d’aquest primer cap´ıtol, s’introduiran els conceptes econo`mics ba`sics
sobre els quals es construira` posteriorment tota la teoria de valoracio´ i co-
bertura d’opcions.
1.1 Accions i derivats financers
S’anomena derivat financer a tot producte financer el valor del qual esta`
supeditat al valor d’un altre actiu financer que rep el nom d’actiu subjacent i
que poden ser accions, ı´ndexs bursa`tils, tipus d’intere`s... Aquests productes,
com poden ser els contractes de futurs i opcions, tenen la propietat de ser
sempre liquidats en un futur.
1.1.1 Accions
Es diu accio´ al t´ıtol representatiu d’una de les fraccions iguals en que es
divideix el capital social d’una societat ano`nima. Poden estar representades
per mitja` d’un t´ıtol o be´ d’anotacions en un compte
Una accio´ d’una certa empresa atorga al seu tinent leg´ıtim la condicio´ de soci
d’aquesta i li atribueix, com a mı´nim, els segu¨ents drets:
− Participar en el repartiment dels beneficis socials i en el patrimoni
resultant de la liquidacio´.
− La subscripcio´ permanent en la emissio´ de noves accions.
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− Assistir i votar, excepte si son accions sense vot, en les juntes generals
de la empresa.
Observem que hi ha diferents tipus d’accions que atorgen diferents tipus de
drets als propietaris d’aquestes. Les accions comuns (proveeixen els drets ja
esmentats), accions preferents (com el seu nom indica hi ha una prefere`ncia
en la reparticio´ dels dividends), accions de vot limitat, etc.
Les accions no tenen un preu fix, aquest
es defineix als mercats financers i ve de-
terminat pel preu que els inversionistes
estan disposats a pagar per adquirir-les.
Hi ha diversos factors que influeixen en
la variacio´ del preu d’una accio´ i que
fan que els inversionistes estiguin dispo-
sats a pagar-les me´s cares o menys, entre
aquests factors, els me´s rellevants, so´n
els segu¨ents:
− El creixement de les vendes o ingressos de l’empresa, tambe´ denominat
creixement brut.
− El creixement dels beneficis de la companyia, tambe´ denominat creixe-
ment net.
− El me`tode d’administracio´ de l’empresa.
− La situacio´ de l’economia i els mercats financers.
− La situacio´ del sector de la indu´stria en el qual s’ubica l’empresa.
Al llarg d’aquest treball notarem el preu d’una accio´ en un instant de temps
t determinat, amb: St
1.1.2 Futurs
Un contracte de futur e´s un acord que involucra dues persones en el qual es
negocia la compra/venda d’un actiu financer a una data espec´ıfica en el futur
i a un preu acordats per les dues parts de la transaccio´.
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Es poden mantenir dues posicions davant d’un contracte de futurs. Si la part
negociant decideix comprar l’actiu a la part venedora es diu que adquireix
una posicio´ llarga en un contracte de futurs. Mentre que si el negociant
acorda vendre un actiu, a un comprador es diu que adquireix una posicio´
curta en un contracte de futurs. Tal i com diuen els noms, la posicio´ llarga
fa refere`ncia a l’expectativa que te´ el comprador que el preu incrementi i la
posicio´ curta fa referencia a l’expectativa que te´ el venedor de que el preu
disminueixi.
Totes les transaccions de compra/venda de futurs es realitzen al mercat de
futurs, que esta` regulat per una cambra de compensacio´.
L’origen dels mercats de futurs es remunta a l’edat mitjana i es van crear
per permetre els agricultors i negociants assegurar-se un preu assequible per
abastir-se de productes ba`sics. Permetien l’agricultor assegurar-se vendre la
seva collita a un preu acordat independentment del rendiment de la collita
aquell any. En cas que hi hague´s un excedent de produccio´ i aixo` fes baixar
el preu de la collita l’agricultor hauria protegit la venta d’aquesta, havent
acordat amb un comprador un preu satisfactori per les dues parts sobre
aquell be´. D’altra banda, en cas que aquell any hi hague´s hagut un de`ficit
de produccio´ permetia el comprador protegir-se d’un augment desorbitat del
preu de venta i adquirir el producte a un preu acordat mesos abans amb
l’agricultor.
1.1.3 Opcions
Una opcio´ e´s un contracte que proporciona el dret, pero` no la obligacio´ al
posse¨ıdor de comprar, si e´s una opcio´ de compra, o de vendre, si e´s una opcio´
de venda, un actiu subjacent1 a un preu K.
Distingim entre dos tipus d’opcions: les opcions europees, que es poden exer-
cir u´nicament en la seva data de venciment i les opcions americanes que es
poden exercir en qualsevol moment des de que s’adquireix l’opcio´ i fins a
la data de venciment. Tot el treball es centrara` en l’estudi de les opcions
europees exclusivament. No considerarem les opcions americanes tot i que es
pot desenvolupar una teoria ana`loga per a la valoracio´ i la cobertura d’aquest
tipus d’opcio´.
1Suposarem per tal de fixar idees que els actius subjacents de les opcions amb les quals
es treballara`, so´n les accions d’una certa empresa que cotitza en borsa i que no reparteix
dividends.
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Opcions de compra: tambe´ coneguda amb el sobrenom de call, una opcio´ de
compra atorga al posse¨ıdor d’aquesta, la possibilitat d’adquirir una accio´ a
una data de venciment T i a un preu d’exercici K, altrament conegut com
a preu strike. Un cop arribada la data de venciment, poden donar-se tres
possibles situacions:
− Si el preu d’exercici de la opcio´ e´s ST > K, el comprador exercira` la
opcio´ de compra obtenint un benefici de ST−K. Aquest benefici s’obte´
d’exercir la opcio´ de compra adquirint l’accio´ a un preu K i vendre-
la instanta`niament al preu ST que s’esta` pagant per l’accio´ en aquell
instant. El moment en el que es produeix el fet K < ST , es diu que la
opcio´ esta` ”in the money”.
− Si el preu d’exercici de la opcio´ e´s K = ST , el comprador pot, o no,
exercir la opcio´ de compra, ja que e´s obvi que no obtindra` cap benefici.
El moment en el que es produeix el fet K = ST , es diu que la opcio´
esta` ”at the money”.
− Per u´ltim si el preu d’exercici de la opcio´ e´s K > ST , el comprador no
exercira` la opcio´ de compra al preu K, ja que pot trobar la mateixa
accio´ me´s barata al mercat, en concret a un preu ST . Quan es produeix
el fet K > ST , es diu que la opcio´ esta` ”out of the money”.
Gra`fic del benefici de la compra d’un call.
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Gra`fic del benefici de la venda d’un call.
Opcions de venda: tambe´ coneguda amb el sobrenom de put, una opcio´ de
venda atorga al posse¨ıdor el dret, pero` no la obligacio´, de vendre una accio´
en un instant futur de temps T i un preu d’exercici K determinats. Com
abans, un cop arribada la data de venciment del contracte, poden donarse
tres possibles situacions:
− Si el preu d’exercici de la opcio´ e´s K > ST , el venedor exercira` el dret a
vendre obtenint un benefici de K−ST . Aquest benefici s’obte´ comprant
una accio´ al mercat al preu ST al qual s’esta` cotitzant i exercir el dret
a vendre aquesta opcio´ a un preu me´s car. Quan es produeix aquesta
situacio´ es diu que l’opcio´ esta` ”in the money”.
− Si el preu d’exercici de la opcio´ e´s K = ST , el venedor pot, o no,
exercir la opcio´ de venta, ja que e´s obvi que no obtindra´ cap benefici.
El moment en el que aixo` passa, es diu que l’opcio´ esta` ”at the money”.
− Finalment si el preu d’exercici e´s K < ST , el venedor no exercira` l’opcio´
ja que podria vendre l’accio´ al mercat obert, me´s cara del que li ho
permet fer l’opcio´. Quan es produeix aquesta situacio´, es diu que l’opcio´
esta` ”out of the money”.
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Gra`fic del benefici de la compra d’un put.
Gra`fic del benefici de la venda d’un put.
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1.2 Histo`ria dels mercats financers i origen
de les opcions
Els mercats de futurs es remunten a l’Edat Mitjana. En un principi es van
crear per satisfer les necessitats dels agricultors i negociants. Si considerem
la situacio´ d’un agricultor que a l’abril d’un cert any conreara` una certa
quantitat coneguda de gra, hi ha una incertesa sobre el preu que l’agricultor
rebra` pel gra al juny, quan la collita estigui a punt. En e`poques de poca
abunda`ncia podria obtenir preus relativament alts, sobretot si l’agricultor no
te´ pressa per vendre. D’altra banda, en e`poques de superabunda`ncia el gra
nome´s es vendria a preus de liquidacio´. Per tant l’agricultor esta` clarament
exposat a un gran risc.
Ara considerem el cas d’una empresa que te´ una necessitat de comprar gra
constantment per poder produ¨ır el seu producte. L’empresa tambe´ esta` ex-
posada al risc del preu d’aquesta mate`ria. Alguns anys, en una situacio´ de
superabunda`ncia hi hauria una situacio´ favorable cap a l’empresa degut al
baix preu del gra, pero` d’altres anys quant la collita fos escassa i hi hague´s
una gran demanda de gra, l’empresa hauria de pagar preus desorbitats per
tal de poder abastir-se de gra.
Per tant te´ sentit que l’agricultor i l’empresa es trobin a l’abril i negociin
un preu sobre la produccio´ de gra de l’agricultor al juny. Aixo` implica que
estableixin el que es coneix actualment com un contracte de futurs. Aquest
contracte ofereix a cada part l’oportunitat d’eliminar el risc sobre la incertesa
del preu del gra.
Els mercats de Derivats, tenen el seu origen als Estats Units del segle XIX
i en un principi estaven orientats al comerc¸ de les mate`ries primeres, fona-
mentalment als cereals.
El Chicago Board of Trade (CBT), fou el primer mercat f´ısic organitzat de
contractes de futurs en constitu¨ır-se al 1848, als Estats Units. El CBT va
normalitzar aquests contractes sobre el blat, la civada, el gra i d’altres pro-
ductes agr´ıcoles, definint l’import exacte de cada contracte. Els especuladors
es van interessar ra`pidament en aquest tipus de contractes i van descobrir
que la seva negociacio´ era una alternativa atractiva. En l’actualitat, la CBT
ofereix contractes de futurs sobre diversos actius subjacents, com blat, soja,
bons del tresor, or, divises, accions i d’altres.
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Aquestes postures especulatives van provocar una de les moltes crisis que
s’han produ¨ıt en aquest tipus de mercats de derivats, com e´s la crisi de la
tulipa o, tambe´ coneguda com a tulipamania.
La tulipamania va ser l’eufo`ria especuladora que hi va haver als Pa¨ısos Baixos
al segle XVII amb la recent importacio´ de tulipes i va ser un dels primers
feno`mens especulatius a gran escala del que es te´ conscie`ncia.
Aquesta flor va arribar procedent de Turquia i s’apreciava molt per la seva
raresa i bellesa. Es va comenc¸ar a cultivar als Pa¨ısos Baixos quan es va
aconseguir un bulb capac¸ de sobreviure a les condicions clima`tiques de la
zona. A partir d’aleshores la cotitzacio´ del bulb va cre´ixer ra`pidament, ja
que la possessio´ de la flor es veia com un senyal de prestigi i riquesa.
El 1636 es van establir mercats per a la venda de tulipes a la borsa d’Amster-
dam entre d’altres ciutats. Un gran nombre de comerciants van fer fortuna
especulant amb el preu del bulb d’aquesta flor, aprofitant les diverses pujades
i baixades en el preu de compra i venda del bulb. Molts particulars demana-
ven grans pre´stecs avalats amb les tulipes i d’altres mal-venien la casa i les
terres a preus infravalorats per a poder ser part´ıceps del negoci de la flor i
especular per obtenir grans quantitats de diners. Amb aquest mateix motiu
varen arribar molts immigrants als Pa¨ısos Baixos, fet que va provocar una
entrada massiva de diners al pa´ıs, que va tenir com a conseque`ncia la pujada
dels preus d’articles de primera necessitat aix´ı com els preus de les vivendes.
Al mateix any tambe´, es va declarar una epide`mia de pesta bubo`nica que
va fer disminu¨ır la poblacio´ holandesa, fet que va contribu¨ır a augmentar
encara me´s el preu del bulb de tulipa. Tal va ser l’eufo`ria, que es va crear
un mercat de futurs, a partir de bulbs encara no recol.lectats. De manera
que els compradors s’endeutaven i s’hipotecaven per adquirir les flors, i va
arribar un moment en que` ja no s’intercanviaven bulbs sino´ notes de cre`dit.
Totes les classes socials, tant l’alta burgesia com els artesans, es van veure
implicats en aquest feno`men.
Pero` a finals de 1637, per causes desconegudes, diverses persones van co-
menc¸ar a vendre les tulipes que tenien i van abandonar el negoci. D’aquesta
manera en veure que paulatinament s’anava abandonant el negoci, es va es-
tendre el pa`nic, i es va comenc¸ar una frene`tica cursa per vendre i aix´ı desfer-se
de tots els actius en bulbs que tenia cada particular. Pero` com me´s venia la
gent, me´s queien els preus. D’aquesta manera, moltes persones es van trobar
amb grans pre´stecs a pagar i amb uns bulbs de tulipa, el preu dels quals era
rid´ıcul.
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Aquest fet va provocar una enorme depressio´ en l’economia del pa´ıs que va
durar anys. Tot i que el cultiu de tulipes ha seguit en funcionament fins a
l’actualitat, va desapare´ixer l’eufo`ria especulativa dels seus inicis.
1.3 Estrategies d’inversio´
L’e`xit dels mercats de derivats financers rau en bona part en el fet que han
estat capac¸os d’atraure diferents tipus de negociants i, a me´s, pel fet de tenir
molta liquiditat. De manera que quan un inversionista vol prendre part en
un contracte, en general, no hi haura` cap problema en trobar algu´ disposat
a ser l’altra part del contracte.
Es poden identificar, principalment, tres tipus de negociants: coberturistes,
especuladors i arbitratgistes.
− Coberturistes.
Utilitzen els contractes de futurs i les opcions financeres, per tal de
redu¨ır el risc al qual han de fer front per possibles canvis futurs en una
variable de mercat. D’aquesta manera, una empresa e´s capac¸ de limitar
les seves pe`rdues.
E´s a dir, un coberturista intenta minimitzar les pe`rdues que pot tenir
una empresa i que venen derivades del risc de la seva activitat com, per
exemple, la possible variacio´ en el preu de mate`ries primeres essencials
per a l’empresa per tal de poder manufacturar el seu producte.
La limitacio´ d’aquest risc es duu a terme mitjanc¸ant la compra-venda
de futurs i opcions sobre aquestes mate`ries primeres.
− Especuladors.
Utilitzen els contractes de futurs i les opcions financeres, per apostar
sobre la direccio´ futura de la cotitzacio´ als mercats dels actius com
mate`ries primeres, divises, accions, bons...
Mentre el coberturista intenta evitat una exposicio´ a canvis adversos
en el preu d’un actiu, l’especulador intentara` prendre una posicio´ al
mercat, e´s a dir, apostara` a que el preu d’un determinat actiu pujara`
o be´ baixara`.
Cal diferenciar aqu´ı l’especulacio´ sobre futurs i sobre opcions. Quan un
especulador utilitza futurs, la possibilitat tant de pe`rdua com de guany
e´s molt gran. Ara be´, quan s’utilitzen opcions, no afecta lo malament
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que puguin anar les coses, ja que la pe`rdua de l’especulador es limita a
la quantitat total de diners pagada per adquirir les opcions.
− Arbitratgistes.
Aquest grup de negociants constitueixen un tercer tipus molt important
de participants en els mercats de futurs i opcions.
L’arbitratge implica assegurar una utilitat lliure de risc, realitzant si-
multa`niament diverses transaccions en dos o me´s mercats. L’existe`ncia
d’aquest tipus de negociants, fa improbable que, hi pugui haver una
gran disparitat entre els preus de dos actius relacionats entre ells, pel
fet de ser de la mateixa empresa o d’altres motius, i que cotitzen en
diversos mercats alhora.
En altres paraules, el que fa l’arbitratgista e´s intentar obtenir avantatge
d’un estat descompensat entre diversos mercats mitjanc¸ant la combina-
cio´ de transaccions complementaries que capitalitzen el desequilibri de
preus. Aquesta pra`ctica comporta el reestabliment de la compensacio´
i cohesio´ entre els mercats ra`pidament, degut a la gran quantitat de
negociants d’aquest tipus, la transpare`ncia informativa i la facilitat de
negociacio´ que proporcionen els nous sistemes informa`tics.
Gra`cies a aixo`, me´s endavant podrem suposar el principi de no arbi-
tratge, e´s a dir, la no existe`ncia d’oportunitats d’arbitratge al mercat
o equivalentment, la impossibilitat d’obtenir un benefici sense co´rrer
cap tipus de risc. Aquesta suposicio´ ens facilitara` la construccio´ dels
models de valoracio´ d’opcions financeres.
1.3.1 Valoracio´ d’opcions europees
Siguin ST el preu spot de l’accio´ subjacent a temps t = T , i.e. el preu al qual
es cotitza l’accio´ als mercats en l’instant t = T i K e´s el preu d’exercici d’una
opcio´ sobre l’accio´.
Definim CT = (ST −K)+ = ma`x {0, ST −K} com el benefici d’una opcio´ de
compra, o call i PT = (K − ST )+ = ma`x {0, K − ST} el benefici d’una opcio´
de venda, o put. De vegades quan no s’especifiqui si l’opcio´ e´s un put o un call
farem servirHT per referir-nos al benefici de l’opcio´ i se sobreentendra` que ens
estem referint a HT = (ST −K)+ si l’opcio´ e´s un call o be´ a HT = (K − ST )+
en el cas d’un put. Aquests beneficis tambe´ es coneixen amb el nom de valor
intr´ınsec de l’opcio´.
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A l’hora de subscriure una opcio´, i tenint en compte la variacio´ del valor
temporal d’aquesta, se’ns planteja el segu¨ent problema:
Quin e´s el preu que ha de pagar un comprador per adquirir una opcio´? En
altres paraules com es pot atorgar un preu a temps t = 0 a una opcio´ sobre
una accio´ que val (ST −K)+ a temps t = T , on T e´s la data d’expiracio´ de
l’opcio´?
La principal dificultat que ens trobem en el problema de la valoracio´ de les
opcions europees, e´s que el valor final del derivat a la data d’expiracio´, ens e´s
desconegut a temps t = 0. Aquest valor depe`n u´nica i exclusivament del preu
spot de l’accio´ a temps t = T . Per a resoldre aquest problema i desenvolupar
els models financers binomials i de Black-Scholes, farem diverses suposicions.
Considerarem l’abse`ncia d’oportunitats d’arbitratge en el mercat financer,
i.e. no hi ha cap oportunitat d’obtenir beneficis sense risc. Tambe´ assumirem
que es poden demanar pre´stecs i prestar a una taxa d’intere`s constant r > 0.
Cal dir, que e´s obvi que un banc no presta diners a la mateixa taxa d’intere`s
que la taxa que proporciona per fer un dipo`sit, pero` per a grans empreses la
difere`ncia e´s molt petita, de manera que podem fer aquesta suposicio´ sense
que aixo` varii tot el que es desenvolupara` al llarg dels propers cap´ıtols.
1.3.2 Cobertura d’opcions europees
Suposem, sense perdre generalitat, que un inversor adquireix una opcio´ de
compra amb data de venciment d’aqu´ı a 3 mesos, que ha eme`s una certa
entitat financera a un preu determinat H0. Com acabem de veure, aixo` vol
dir comprar per un valor H0 a dia d’avui, un benefici de (ST −K)+ d’aqu´ı
a 3 mesos A efectes pra`ctics la consequ¨e`ncia d’aixo` e´s que un cop assolida la
data de venciment es donara` una de les dues possibles situacions:
− Que el preu de l’accio´ ST en aquell moment compleixi que ST > K i
per tant el banc hagi de pagar al comprador de l’opcio´ la difere`ncia
ST −K quan l’inversor exerceixi el seu dret de compra.
− Que el preu de l’accio´ ST en aquell moment compleixi just el contrari,
i.e. ST ≤ K de manera que l’inversor no exercira` el seu dret de compra
ja que el preu real de l’actiu subjacent e´s igual o me´s barat que el preu
d’exercici del call. D’aquesta manera el banc no haura` de pagar res a
l’inversor.
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Ara per eliminar el risc al que esta` exposat el banc, aquest ha de fer el que
s’anomena una cobertura de la cartera 2, que consisteix a determinar una
estrate`gia formada per una quantitat inicial de diners i un cert nombre d’ac-
cions, de tal manera que a la data de venciment aquesta estrate`gia d’inversio´
proporcioni un benefici de ST −K, que s’utilitzara` per fer front al pagament
en cas que s’exerceixi el dret de compra per part de qui te´ el call.
2Els conceptes de cartera o estrate`gia d’inversio´ aix´ı com el de valor d’una cartera es
veuran al llarg dels segu¨ents cap´ıtols.
Cap´ıtol 2
El model de mercat discret
Sigui {St}t>0 un proce´s estoca`stic discret, i.e. una successio´ de variables
aleato`ries definides en un espai de probabilitat (Ω,F , P ), que defineix el
preu d’una accio´ a temps t ∈ [0, T ].
Com el valor de la opcio´ esta` supeditada, nome´s, al preu spot, ja que K
e´s constant, el preu a pagar per la opcio´ inicialment vindra` determinat pel
benefici que l’opcio´ acabi proporcionant a la data del venciment:
CT = (ST −K)+ .
PT = (K − ST )+ .
El que intentarem fer amb els models dels cap´ıtols segu¨ents sera` determinar
el preu inicial a pagar per adquirir una opcio´ en l’instant de temps t = 0 i
sense cone`ixer {Si}i≥1 amb i = 1, ..., T .
Per a fer aixo` ens caldra` fer un breu repa`s de la teoria de martingales, ja
que ens permetra` desenvolupar el principi de no arbitratge sobre el qual
es fonamenten els models binomials de mercat discret i d’aquesta manera
trobar, el que anomenarem mesura neutral al risc i que ens servira` per a fer
una valoracio´ i una posterior cobertura de les opcions financeres.
16
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2.1 Teoria de martingales
Sigui (Ω,F , P ) un espai de probabilitat finit , on
− Ω e´s l’espai d’estats de l’economia i e´s tal que Card(Ω) < +∞.
− F e´s una σ−a`lgebra.
− P una probabilitat tal que ∀ω ∈ Ω, P ({ω}) > 0.
Considerem una successio´ creixent de σ−a`lgebres
F0 ⊆ F1 ⊆ . . . ⊆ Ft ⊆ . . . ⊆ F ,
que anomenarem filtracio´ i denotem per F := {Ft}t>0. La σ−a`lgebra Ft
representa la informacio´ sobre els preus de l’actiu que disposem a temps t.
2.1.1 Definicio´. Donada una successio´ de variables aleato`ries S = (St)t≥0,
tambe´ conegut com a proce´s, es diu que e´s adaptada si St e´s Ft−mesurable
∀t ≥ 0.
2.1.2 Definicio´. Sigui S = {St}t>0 una successio´ de variables aleato`ries. Es
diu que S e´s una martingala respecte la filtracio´ F si compleix:
1. St e´s Ft−mesurable per a tot t > 0 (aleshores es diu que S esta` adap-
tada a la filtracio´ F).
2. E (|St|) <∞ per a tot t > 0.
3. Per a tot t > 0,
E (St+1|Ft) = St.
La tercera condicio´ tambe´ es pot escriure com
E (∆St|Ft−1) = 0,
per a tot t > 1 i on ∆St = St − St−1.
CAPI´TOL 2. EL MODEL DE MERCAT DISCRET 18
2.1.3 Definicio´. Sigui S = {St}t>0 un proce´s adaptat a la filtracio´ F. Es
diu que S e´s:
− Una submartingala si E (St+1|Ft) > St, per a tot t > 0.
− Una supermartingala si E (St+1|Ft) 6 St, per a tot t > 0.
Vegem tot seguit algunes propietats elementals sobre les martingales, que
deriven de la definicio´ d’esperanc¸a condicionada.
1. La propietat de torre: Donades dues σ− a`lgebres Ft ⊆ Ft+p es compleix
E (E(Su|Ft+p) |Ft) = E(Su|Ft).
2. (St) e´s una martingala si, i nome´s si, per a tot u > t tenim que
E (Su|Ft) = St.
Demostracio´.
De fet, per a u > t+ 1
E (Su|Ft) = E (E (Su|Fu−1) |Ft)
= E (Su−1|Ft) = . . . = E (St+1|Ft) = St.
3. Si (St) e´s una martingala, aleshores E (St) = E (S0), ∀t > 1.
La demostracio´ e´s ana`loga a la de la propietat anterior.
4. (St) e´s una submartingala si, i nome´s si, (−St) e´s una supermartingala.
Demostracio´.
⇒: Si (St)t e´s submartingala aleshores es compleix que (St)t e´s Ft− me-
surable, que E (|St|) < +∞ i que E (St+1|Ft) > St ⇒ −E (St+1|Ft) 6
−St ⇒ E (−St+1|Ft) 6 −St. Per tant −St e´s supermartingala ja que
−St tambe´ Ft−mesurable de la mateixa manera que E (|−St|) < +∞.
⇐: es demostra de manera ana`loga.
5. Si (St) e´s una martingala i ϕ e´s una funcio´ convexa, definida en un
interval obert, tal que E (|ϕ (St)|) < +∞ per a tot t > 0, aleshores
(ϕ (St)) e´s una submartingala.
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Demostracio´.
E´s immediat veure-ho aplicant la desigualtat de Jensen per a l’espe-
ranc¸a condicionada ja que
E (ϕ (St+1) |Ft) > ϕ (E (St+1|Ft)) = ϕ (St) .
2.1.4 Definicio´. Sigui F una filtracio´. Es diu que (ϕt)t>1 e´s un proce´s pre-
visible i.e. una successio´ de variables aleato`ries previsibles si per a tot t > 1,
ϕt e´s Ft−1−mesurable.
Intuitivament, aquesta propietat del proce´s, ve a dir que a temps t−1, nosal-
tres coneixem el valor que prendra` el proce´s a temps t. Aixo` no contradiu el
fet que sigui un proce´s aleatori, ja que el valor St a temps t, nome´s el podem
cone`ixer un instant de temps abans, i no pre`viament.
2.1.5 Definicio´. Sigui F una filtracio´ i (St)t>0 una martingala respecte aques-
ta filtracio´. Donat un proce´s previsible (ϕt)t>1 respecte la mateixa filtracio´ es
defineix la transformada d’una martingala (St)t>0 per (ϕt) com la sequ¨e`ncia
(ϕ · S)t = S0 +
t∑
j=1
ϕj∆Sj; t > 1.
2.1.6 Proposicio´. Si (St)t>0 e´s una martingala i (ϕt)t>1 e´s un proce´s previ-
sible de variables aleato`ries acotades i no negatives, aleshores la transformada
de la martingala (ϕ · S)t e´s, tambe´, una martingala.
Demostracio´.
E´s evident que per a tot t > 0 la variable aleato`ria definida per (ϕ · S)t e´s
Ft−mesurable i integrable. A me´s, ∀t > 0, tenim que:
E
(
∆ (ϕ · S)t+1 |Ft
)
= E (ϕt+1∆St+1|Ft) = ϕt+1E (∆St+1|Ft) = 0.
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2.2 El principi de no-arbitratge
Un cop vistes les definicions i propietats de les martingales i abans de co-
menc¸ar a constru¨ır el model binomial desenvoluparem dues hipo`tesis, que
facilitaran la construccio´ dels posteriors models:
Suposarem cert el principi de no arbitratge i.e. suposarem que al mercat
no hi ha oportunitats d’arbitratge.
Tot seguit s’introduiran diverses definicions i proposicions que permetran
enunciar matema`ticament el principi de no arbitratge.
Suposarem que el mercat financer esta` format per d + 1 actius financers, on
l’actiu lliure de risc, e´s a dir, el compte bancari sera` l’actiu 0 i la resta 1, . . . , d
seran els actius amb risc com accions, etc.
Els preus dels actius a temps t vindran donats per les variables aleato`ries no
negatives S0 (t) , S1 (t) , . . . , Sd (t), Ft−mesurables, i.e. a temps t coneixem
els preus Si (t). Escriurem S (t) = (S0 (t) , S1 (t) , . . . , Sd (t))
′ per a referir-nos
al vector de preus a temps t.
Amb tot aixo` ens referirem al conjunt format per l’espai de probabilitat
(Ω,F , P ), les dates d’inversio´ [0, 1, . . . , T ], el proce´s de preus S (t) i l’estruc-
tura de l’informacio´ o filtracio´ F, com el model de mercat M o simplement
un mercat M.
Comenc¸arem definint S0 com l’actiu lliure de risc, que anomenarem el compte
bancari de l’inversor, i suposarem que el valor actual de la unitat moneta`ria




tiplicat pel preu d’un actiu Si(t), ∀i ∈ 1, · · · , d o qualsevol altre valor, ens
proporcionara` el valor real de l’actiu a temps t− 1 tenint en compte el canvi
del valor dels diners respecte el temps.
Nota. Al llarg del treball es fara` servir β o 1
1+r
per a referir-nos al factor
de descompte, segons convingui en el context.
2.2.1 Definicio´. Una estrate`gia de gestio´ ϕ e´s un vector de processos es-
toca`stics de dimensio´ Rd+1, definit per
ϕ = (ϕ (t))Tt=1 =
(




previsible, i.e. que cada ϕi (t) e´s Ft−1−mesurable ∀t > 1. D’altra banda
ϕi (t) denota el nombre d’accions de cada actiu del mercat que hi ha a la
cartera de valors de l’inversor a temps t.
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L’estrate`gia de gestio´, i.e. el nombre d’accions d’un actiu es determina en
base a la informacio´ disponible abans del temps t, e´s a dir, l’inversor escull
el nombre d’accions de cada actiu a temps t observant els preus S (t− 1).
2.2.2 Definicio´. El valor de la cartera a temps t e´s el producte escalar
Vϕ (t) = ϕ (t) · S (t) :=
d∑
i=0
ϕi (t) · Si (t) ; t = 1, 2, . . . , T
i on Vϕ (0) = ϕ (1) · S (0).
El proce´s (Vϕ (t))
T
t=1 s’anomena riquesa de l’estrate`gia de gestio´ ϕ. La riquesa
inicial Vϕ (0), s’anomena la inversio´ inicial feta per l’inversor.
Ara ϕ (t)·S (t− 1), reflecteix el valor de la cartera al mercat despre´s del temps
t− 1, mentre que ϕ (t) · S (t) e´s el valor just despre´s que s’hagin observat els
preus a temps t, pero` abans que s’hagin fet els canvis a la cartera.
2.2.3 Definicio´. El proce´s de benefici acumulat Gϕ d’una estrate`gia de ges-




ϕ (τ) · (S (τ)− S (τ − 1)) =
t∑
τ=1
ϕ (τ) ·∆S (τ) ; t = 1, . . . , T.
Definim S˜ (t) = (1, βtS1 (t) , . . . , β
tSd (t))
′
com el vector de preus descomptats
i per extensio´ definim el proce´s de valors descomptats com
V˜ϕ (t) := β (t) (ϕ (t) · S (t)) = ϕ (t) · Sˆ (t) ; t = 1, 2, . . . , T,











ϕ (τ) ·∆Sˆ (τ) ; t = 1, 2, . . . , T.
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2.2.4 Definicio´. Una estrate`gia ϕ e´s auto-financ¸ada, si
ϕ (t) · S (t) = ϕ (t+ 1) · S (t) ,∀t = 1, 2, . . . , T.
2.2.5 Definicio´. Una estrate`gia ϕ e´s admisible, si e´s auto-financ¸ada i, a
me´s, Vϕ(t) ≥ 0, per a tot t = 1, 2, . . . , T .
Notacio´. Denotarem Φ pel conjunt d’estrate`gies auto-financ¸ades i Φ˜ ⊆ Φ
pel conjunt de les estrate`gies admisibles.
2.2.6 Proposicio´. (Invaria`ncia del factor de descompte)
Sigui β un factor de descompte. Una estrate`gia d’inversio´ ϕ e´s auto-
financ¸ada respecte l’evolucio´ dels preus S (t) si, i nome´s si, ϕ e´s auto-financ¸ada
respecte S˜ (t) = βt · S (t).
Demostracio´.
ϕ (t) · S (t) = ϕ (t+ 1) · S (t) ;∀t = 1, 2, . . . , T − 1
⇔ ϕ (t) · βtS (t) = ϕ (t+ 1) · βtS (t) ;∀t = 1, 2, . . . , T. 2
2.2.7 Proposicio´. Una estrate`gia d’inversio´ e´s auto-financ¸ada, ϕ ∈ Φ si, i
nome´s si, V˜ϕ (t) = Vϕ (0) + G˜ϕ (t), ∀t = 1, 2, . . . , T .
Demostracio´.
⇒: Suposem que ϕ ∈ Φ. Ara utilitzant la relacio´ de la definicio´ 2.2.4, d’es-
trate`gia auto-financ¸ada, la proposicio´ d’invariancia del factor de descompte
i el fet que S (0) = 1, tenim que





S˜ (τ)− S˜ (τ − 1)
)






ϕ(τ) · S˜(τ − 1)






ϕ(τ) · S˜(τ − 1)
− ϕ(1) · S˜(0)






ϕ(τ) · S˜(τ − 1)
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imposant que ϕ e´s auto-financ¸ada,
= ϕ(t) · S˜(t) +
t−1∑
τ=1
ϕ(τ + 1) · S˜(τ)−
t∑
τ=2
ϕ(τ) · S˜(τ − 1)
= ϕ(t) · S˜(t) +
t−1∑
τ=1
ϕ(τ + 1) · S˜(τ)−
t−1∑
l=1
ϕ(l + 1) · S˜(l)
= ϕ (t) · S˜ (t) = V˜ϕ (t) .
⇐: (Per induccio´ sobre t). Si suposem certa la igualtat V˜ϕ (t) = Vϕ (0) +
G˜ϕ (t), per la proposicio´ d’invariancia del factor de descompte e´s suficient
veure la versio´ de la definicio´ 2.2.4 sota el valor descomptat ∀t = 1, 2, . . . , T−
1.
Per a t = 2, la igualtat anterior s’escriu
ϕ (2) · S˜ (2) = ϕ (1) · S˜ (0) + ϕ (1) ·
(
S˜ (1)− S˜ (0)
)
+ ϕ (2) ·
(
S˜ (2)− S˜ (1)
)
.
Ara, restant ϕ (2) · S˜ (2) ambdues bandes de la igualtat, obtenim que
ϕ (2) · S˜ (1) = ϕ (1) · S˜ (1) .
Per induccio´, es pot veure que efectivament ϕ (t) S˜ (t) = ϕ (t+ 1) S˜ (t), ∀t =
1, 2, . . . , T − 1. 2
2.2.8 Proposicio´. Si un proce´s ϕˆ(t) = (ϕ1 (t) , . . . , ϕd (t))
′ ∈ Rd e´s previsi-
ble i V0 e´s F0−mesurable, aleshores hi ha un u´nic proce´s previsible (ϕ0 (t))Tt=1
tal que ϕ = (ϕ0, ϕ1, . . . , ϕd)
′ ∈ Rd+1 e´s auto-financ¸ada amb valor inicial de
la cartera Vϕ (0) = V0.
Demostracio´.
Si ϕ e´s auto-financ¸ada, aleshores per la proposicio´ anterior, tenim que




ϕ1 (τ) ∆S˜1 (τ) + . . .+ ϕd (τ) ∆S˜d (τ)
)
,
Tambe´ es pot escriure, de manera ana`loga, amb la notacio´ de producte escalar
com
V˜ϕ (t) = V0 + G˜ϕ (t) = V0 +
t∑
τ=1
ϕ (τ) ·∆S˜ (τ) .
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D’altra banda,
V˜ϕ (t) = ϕ (t) · S˜ (t) = ϕ0 (t) + ϕ1 (t) S˜1 (t) + . . .+ ϕd (t) S˜d (t) .
Ara, com ∆S˜0(τ) = 0 i S˜0(τ) = 1 ∀τ , si igualem les dues expressions de V˜ϕ(t)
s’obte´













ϕ (τ) ·∆S˜ (τ)− ϕ (t) · S˜ (t) ,
de manera que ϕ0 (t) queda determinada de manera u´nica. 2
El principi central dels models que es desenvolupen a continuacio´ e´s l’abse`ncia
d’oportunitats d’arbitratge, i.e. la impossibilitat d’aconseguir beneficis sense
co´rrer cap tipus de risc. Aquest principi e´s absolutament central i necessari
per a constru¨ır qualsevol model de mercat i tot seguit es defineix la versio´
matema`tica d’aquest principi econo`mic.
2.2.9 Definicio´. Una estrate`gia ϕ ∈ Φ˜, s’anomena una oportunitat d’arbi-
tratge, si satisfa`
1. Vϕ (0) = 0.
2. P {Vϕ (T ) > 0} > 0.
Per tant una oportunitat d’arbitratge, e´s una estrate`gia auto-financ¸ada amb
valor inicial 0, que produeix un valor final no negatiu amb probabilitat 1 i
amb probabilitat positiva de que el valor final sigui estrictament me´s gran
que 0. Observem que les oportunitats d’arbitratge sempre estan definides
respecte una classe d’estrategies de gestio´ auto-financ¸ades.
2.2.10 Definicio´. Diem que un mercat M e´s lliure d’oportunitats d’arbi-
tratge, si la classe Φ˜ d’estrategies de gestio´ auto-financ¸ades i admisibles no
conte´ cap oportunitat d’arbitratge.
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2.2.1 Fo´rmula de paritat call/put
Com a consequ¨e`ncia del principi de no arbitratge tot seguit enunciarem i
demostrarem el principi econo`mic de paritat entre opcions de compra i venda,
tambe´ conegut com a fo´rmula de paritat call/put. Aquesta segona relacio´ ens
servira` despre´s per constru¨ır els models binomials dels cap´ıtols posteriors.
Observem en les gra`fiques de les corbes de benefici del Cap´ıtol 1 que un put
i un call, per definicio´, tenen un comportament oposat davant la variacio´ del
preu de l’actiu subjacent a l’opcio´. Com a consequ¨e`ncia d’aquest fet s’obte´
l’equacio´ de paritat entre un put i un call. Deduirem aquesta relacio´ entre
els dos tipus d’opcions fent servir un raonament purament econo`mic.
Considerem una opcio´ de compra i una de venda amb valors Ct, Pt respec-
tivament amb data de venciment t = T i un preu d’exercici K per ambdues
opcions.
Si considerem una cartera formada per una accio´ amb valor St a temps t, una
posicio´ llarga en un put i una posicio´ curta en un call, aleshores tenim que
el valor de la cartera a temps t ve donat per
V (t) = St + Pt − Ct.
D’aquesta manera, el valor a temps t = T de la cartera que hem considerat,
depe`n de la relacio´ entre ST i K.
Si ST > K : ST + 0− (ST −K) = K
Si ST 6 K : ST + (K − ST )− 0 = K
Observem que independentment del valor de l’actiu a la data de venciment,
aquesta cartera garanteix sempre un benefici K pero`, a me´s, volem saber
quin e´s el seu valor a temps t < T . Notem que l’u´nica manera de garantir
un benefici K a temps t = T , sota el principi de no arbitratge, e´s dipositant
al banc βT−tK a temps t i no fer cap altre operacio´.
Sota el principi de no arbitratge, el valor de la cartera a temps t ha de ser
de βT−tK ja que a temps t = T el valor de la cartera ha de ser K i, a me´s,
actua com un compte bancari i qualsevol benefici diferent d’aquest seria una
oportunitat d’arbitratge.
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En efecte, si el valor de la cartera fos diferent de βT−tK a temps t, tindr´ıem
el segu¨ent:
1. Si V (t) < βT−tK, aleshores podr´ıem demanar al banc un pre´stec per
valor de βT−tK i adquirir la cartera que hem creat pre`viament pel valor
de V (t), de manera que la difere`ncia βT−tK − V (t) > 0 s’ingressaria
al banc.
Finalment a temps t = T , el valor de la cartera e´s V (T ) = K, mentres
que el deute amb el banc ha augmentat fins a K, de manera que podem
pagar-lo amb el benefici de V (T ) = K i obtenir un benefici net de
βT−t(KβT−t − V (t)) > 0, que e´s la quantitat de diners que hav´ıem
ingressat al banc me´s els interessos. Notem que no hi ha cap risc
d’aquesta manera, ja que obtenim un benefici sense co´rrer cap tipus de
risc, i.e. e´s una oportunitat d’arbitratge.
2. Si d’altra banda, V (t) > βT−tK, aleshores podem fer justament el
contrari que en el cas anterior, e´s a dir, vendre en curt la cartera V (t)
i posar-ho al banc en dos comptes diferents. En el primer posar´ıem
βT−tK i en el segon compte hi ingressem la difere`ncia V (t) − βT−tK,
de manera que a temps t = T , el valor del primer compte e´s K i ens
permet recomprar la cartera que ara te´ valor V (T ) = K, retornar-la i,
a me´s, obtenir un benefici de βT−t(V (t) − βT−tK) > 0 que correspon
a la quantitat ingressada al banc del segon compte me´s els interessos
corresponents. Observem que d’aquesta manera, si e´s done´s aquest fet,
tambe´ parlariem d’una oportunitat d’arbitratge
Per tant l’u´nic preu raonable pel valor de la cartera a temps t e´s V (T ) =
βT−tK. Qualsevol altre preu diferent a aquest, suposaria l’existe`ncia d’opor-
tunitats d’arbitratge, fet que entraria en contradiccio´ amb la nostra primera
hipo`tesi consistent en suposar que al mercat no hi ha oportunitats d’arbi-
tratge. Com a conclusio´ tenim la proposicio´ segu¨ent.
2.2.11 Proposicio´. Donat un actiu St, un put i un call amb un preu strike
K es te´ que
St + Pt − Ct = βT−tK.
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2.3 Viabilitat d’un mercat financer
2.3.1 Definicio´. Donat un espai de probabilitat (Ω,F , P ) es diu que una
probabilitat Q e´s equivalent a P (Q ∼ P ) si, i nome´s si, ∀A ∈ F , P (A) =
0⇔ Q(A) = 0.
2.3.2 Definicio´. Sigui P ∗ : Ω −→ [0, 1] a (Ω,FT ) una probabilitat equiva-




la classe de mesures equivalents sota les quals
el proce´s de preus S˜ e´s una martingala.




i ϕ ∈ Φ qualsevol. Aleshores, el proce´s
de riquesa V˜ϕ (t) associat al proce´s de preus S˜(t) e´s una P
∗−martingala res-
pecte la filtracio´ F.
Demostracio´.
Per la propietat de ser ϕ una estrate`gia auto-financ¸ada es te´
V˜ϕ (t) = Vϕ (0) + G˜ϕ (t)∀t = 0, 1, . . . , T.
Aleshores, per ϕ ∈ Φ, V˜ϕ (t) e´s la transformada de la P ∗−martingala S˜ per
la funcio´ ϕ i la transformada d’una martingala per un proce´s previsible ϕ
segueix sent una martingala. Per tant tenim que V˜ϕ (t) e´s P
∗−martingala.
2
Finalment, podem introdu¨ır la versio´ matema`tica del principi de no-arbitratge.
2.3.4 Definicio´. (de no-arbitratge) Es diu que un mercat M esta` lliure
d’oportunitats d’arbitratge si existeix una probabilitat P ∗ equivalent a P ,




∀i = 1, . . . , d, e´s una P ∗−martingala.
2.3.5 Definicio´. Un mercatM es diu que e´s viable si e´s lliure d’oportunitats
d’arbitratge.
2.3.6 Teorema. Un mercat M e´s viable si, i nome´s si, existeix una pro-
babilitat P ∗ equivalent a P sota la qual tot proce´s de preus actualitzats e´s
martingala1.
1Aquest teorema va ser demostrat per M. Harrison i S. Pliska [6] l’any 1981.
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Demostracio´.
⇐: Suposem que existeix una probabilitat P ∗ equivalent a P sota la qual
el proce´s de preus S˜t e´s una martingala. Aleshores per a tota estrate`gia de
gestio´ auto-financ¸ada ϕ, es te´ per la Proposicio´ 2.2.7 que
V˜ϕ (t) = Vϕ (0) +
t∑
τ=1
ϕ (τ) ·∆S˜ (τ) ,
i hem demostrat pre`viament a la proposicio´ 2.1.6, que V˜ϕ (t) e´s una martin-











Ara, si l’estrate`gia de gestio´ e´s admisible, e´s a dir, no e´s una oportunitat





V˜ϕ (T ) > 0, d’on V˜ϕ (T ) = 0, ja que P ({ω}) > 0 ∀ω ∈ Ω.
⇒: Sigui Γ el con convex2 de les variables aleato`ries positives i no nul.les.
El mercat M e´s viable si, i nome´s si, per a tota estrate`gia ϕ ∈ Φ˜ tenim que
Vϕ (0) = 0⇒ V˜ϕ (T ) /∈ Γ.
Com ja hem esmentat abans, a tota estrate`gia de gestio´ se li associa un proce´s




ϕ (τ) ·∆S˜ (τ) ,
on G˜ϕ (T ) e´s el benefici acumulat al llarg de tota l’estrate`gia auto-financ¸ada.
Per la Proposicio´ 2.2.8 existeix un u´nic proce´s previsible (ϕ0 (t))
T
t=1 tal que
ϕ e´s una estrate`gia de gestio´ auto-financ¸ada amb valor inicial de la cartera
Vϕ (0) = V0 = 0. Ara per la hipo`tesi de viabilitat del mercat tenim que si
G˜ϕ (t) > 0 per a tot t = 1, . . . , T , aleshores G˜ϕ (T ) = 0.
El lema que ve a continuacio´ i abans de proseguir amb la demostracio´, de-
mostra que sense la hipo`tesi G˜ϕ (t) > 0, ∀t = 1, . . . , T se segueix implicant
que G˜ϕ (T ) /∈ Γ. Ens servira` per acabar de demostrar la implicacio´ que falta
i d’aquesta manera concloure la demostracio´ del teorema.
2La definicio´ de con convex aix´ı com la de conjunt convex, es troben al cap´ıtol 6:
Ape`ndix.
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2.3.7 Lema. Si el mercat M e´s viable, tot proce´s previsible (ϕ1, . . . , ϕd)
verifica que:
G˜ϕ (T ) /∈ Γ.
Demostracio´.
Suposem que G˜ϕ (T ) ∈ Γ, aleshores hi ha una clara contradiccio´ per la de-
finicio´ de viabilitat si G˜ϕ (t) > 0, per a tot t = 1, . . . , T , ja que si el proce´s
de beneficis acumulats de l’estrate`gia ϕ compleix que G˜ϕ(T ) ∈ Γ, aleshores
P (V˜ϕ(T ) ≥ 0) ≥ 0. Aixo` implica que, per definicio´ ϕ e´s una oportunitat
d’arbitratge i per tant el mercat M no e´s viable.
Si aquesta u´ltima proposicio´ no es produeix, i.e. G˜ϕ(t) < 0, procedirem a
demostrar el contrarrec´ıproc, e´s a dir, construirem una estrate`gia ψ a partir
de ϕ de manera que el proce´s de beneficis acumulats G˜ψ(T ) ∈ Γ i veurem












t0 6 T − 1, P
(
G˜ϕ (t0) < 0
)
> 0 i ∀m > t0, G˜ϕ (m) > 0.
Podem definir, per tant, un nou proce´s ψ que ve donat per
ψω (j) =
{
0 si j 6 t0
IA (w)ϕω (j) si j > t0,
on A e´s l’esdeveniment
{
G˜ϕ (t0) < 0
}
. Si utilitzem que ϕ e´s un proce´s pre-
visible i el fet que A e´s Ft0 −mesurable, tenim com a consequ¨e`ncia que ψ e´s




0 si j 6 t0
IA
(
G˜ϕ (j)− G˜ϕ (t0)
)
si j > t0.
Aleshores, es veu que G˜ψ (j) > 0 per a tot j ∈ {0, . . . , T} i que G˜ψ (T ) > 0
sobre A que contradiu la viabilitat i acaba la demostracio´ del lema. 2
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Tornant a la demostracio´, ens falta veure ara que sota la probabilitat P ∗
equivalent a P el proce´s de preus S˜t e´s una martingala. Recordem, tambe´,
que de moment sabem que el mercatM e´s viable per hipo`tesi i hem demostrat
que el proce´s G˜ϕ(T ) /∈ Γ.
E´s clar que el conjunt V = {G˜ϕ(T ) v.a. |ϕ ∈ Φ˜ i Vϕ = 0} de les variables ale-
ato`ries de la forma G˜ϕ (T ), amb ϕ estrate`gia de gestio´ previsible i a valors en
Rd e´s un subespai vectorial de l’espai format per totes les variables aleato`ries
reals definides a Ω. Aquesta propietat del conjunt V e´s immediata pel fet
que la combinacio´ lineal de dues variables aleato`ries X, Y ∈ V compleixen
que αX + βY ∈ V per definicio´ del conjunt V .
A me´s, pel lema 2.3.7 que acabem de demostrar, es te´ que el subespai V com-
pleix V∩Γ = ∅, i o`bviament V∩K = ∅, on K = {X ∈ Γ|∑ωX (ω) = 1} ⊂ Γ.
D’aixo` en resulta, pel teorema de separacio´ de conjunts convexos3, que exis-
teix (λ (ω))ω∈Ω tal que:
1. ∀X ∈ K, ∑ω λ (ω)X (ω) > 0.
2. ∀ϕ previsible: ∑ω λ (ω) G˜ϕ (T ) (ω) = 0.
De la propietat 1. en dedu¨ım que λ (ω) > 0 per a tot ω ∈ Ω, de manera que
la probabilitat P ∗ definida per
P ∗ ({ω}) = λ (ω)∑
ω′∈Ω λ (ω
′)
e´s equivalent a P .
A me´s, per la propietat 2 tenim que ∀ proce´s previsible ϕˆ (t) = (ϕ1(t), . . . , ϕd(t))
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Dedu¨ım immediatament que per a tot ı´ndex i ∈ {1, . . . , d} i tot proce´s pre-





ϕi (τ) ·∆S˜i (τ)
)
= 0,









gala sota la probabilitat P ∗. 2
2.4 Completesa d’un mercat financer
2.4.1 Definicio´. Diem que una opcio´, amb perfil de benefici, h e´s replicable
si existeix una estrate`gia admisible, ϕ ∈ Φ˜, tal que V˜ϕ(T ) = h.
Nota. En un mercat viable, per a que un derivat amb perfil de benefici
h sigui replicable e´s suficient que existeixi una estrate`gia auto-financ¸ada tal
que V˜ϕ(T ) = h.
En efecte, si ϕ e´s una estrate`gia auto-financ¸ada, i.e. ϕ ∈ Φ, i si P ∗ e´s una
probabilitat equivalent a P sota la qual el proce´s de preus (S˜t) e´s martingala,
aleshores V˜ϕ(T ) e´s martingala, com hem vist pre`viament i per tant tenim
que ∀t ∈ 1, . . . , T , V˜ϕ(t) = EP ∗(V˜ϕ(T )|Ft). Aleshores, si V˜ϕ(T ) = h, com que
V˜ϕ(t) ≥ 0, per a tot t ≥ 0, l’estrate`gia ϕ e´s admisible, i.e. ϕ ∈ Φ˜.
2.4.2 Definicio´. Diem que el mercatM e´s complet si tota opcio´ e´s replica-
ble.
La idea intuitiva que hi ha darrera aquesta definicio´ e´s que, un mercat e´s
complet si per a cada un dels derivats que hi cotitzen existeix una estrate`gia
auto-financ¸ada tal que el seu valor a temps t = T vingui donat per V˜ϕ(T ) = h,
on h e´s el valor d’un derivat, e´s a dir, que el valor final de l’estrate`gia permeti
fer front al pagament d’aquest derivat.
2.4.3 Teorema. Un mercat viableM e´s complet si, i nome´s si, existeix una
u´nica probabilitat P ∗ equivalent a P sota la qual el proce´s de preus actualitzats
S˜t e´s una martingala.
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Demostracio´.
⇒: Suposem que el mercat viable M e´s complet, e´s a dir que per a tota
variable aleato`ria h que sigui FT−mesurable i no negativa, podem escriure
h = V˜ϕ(T ), on ϕ ∈ Φ˜ e´s una estrate`gia admisible que replica l’opcio´ de valor
h. Notem que tot aixo` deriva de la definicio´ de completesa del mercat M.
Com que ϕ e´s una estrate`gia auto-financ¸ada tenim que




Aleshores, si P1 i P2 so´n dues probabilitats sota les quals el proce´s de preus
actualitzats S˜ e´s martingala, el proce´s del valor de l’estrate`gia V˜ϕ(t), ∀t ∈
0, 1, . . . , T tambe´ e´s martingala sota P1 i P2 a la vegada, per ser la transfor-
mada de S˜ pel proce´s previsible ϕ.
Ara per i = 1, 2 es te´ que
EPi(V˜ϕ(T )) = EPi(V˜ϕ(0)) = Vϕ(0).




en particular podem prendre h = IB, ∀B ∈ FT , aleshores tenim que P1 = P2.
Per tant queda vist que existeix una u´nica probabilitat P ∗ equivalent a P ,
sota la qual S˜t e´s una martingala.
⇐: (Pel contrarrec´ıproc). Suposem que el mercat viableM no e´s complet
de manera que existeix una variable aleato`ria no negativa h ≥ 0 tal que no
e´s replicable. Aleshores, hem de veure que no existeix una u´nica probabilitat
P ∗ equivalent a P sota la qual el proce´s de preus (S˜t) e´s una P ∗−martingala.
El que farem a continuacio´ e´s constru¨ır una mesura P ∗∗ equivalent a P i
diferent de P ∗ sota la qual, el proce´s de preus actualitzats sigui una P ∗∗−
martingala. Amb aixo` haurem vist que no existeix una u´nica mesura sota
la qual els preus actualitzats so´n martingala, ja que n’haurem constru¨ıt una
segona.
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Denotem V˜ com l’espai de les variables aleato`ries de la forma




on U0 e´s F0−mesurable i ϕ e´s previsible a valors a Rd.
Sabem per la proposicio´ 2.2.8 que ”si un proce´s, ϕˆt, e´s previsible i V0 e´s
F0−mesurable, aleshores existeix un u´nic proce´s previsible (ϕ0(t))0≤t≤T , tal
que ϕ e´s auto-financ¸ada i Vϕ(0) = V0”. Per tant, notem que V˜ e´s l’espai de
les variables aleato`ries que representen el valor final d’una estrate`gia auto-
financ¸ada.
Notem que, per definicio´ de la variable aleato`ria h, es compleix que h /∈ V˜ ,
ja que h no e´s replicable per hipo`tesi i tambe´ notem que V˜ e´s un subespai de
l’espai de les variables aleato`ries definides a (Ω,F). Com V˜ e´s un subespai
de (Ω,F) tenim que existeix V˜⊥ 6= ∅ subespai de (Ω,F), ortogonal a V˜ .
Aleshores, si P ∗ e´s una probabilitat equivalent a P sota la qual els preus
actualitzats S˜t so´n martingala, tenim que ∀ Y ∈ V˜ , existeix X ∈ (Ω,F) no
nul.la, tal que
(X, Y ) 7→ EP ∗(XY ) = 0
al dotar (Ω,F , P ∗) d’aquest producte escalar. Veiem que existeix aquesta
variable aleato`ria X no nul.la, ortogonal a V˜ .
Podem escriure doncs,
P ∗∗({ω}) = (1 + X(ω)
2‖X‖∞ )P
∗({ω})),
on ‖X‖∞ = supω∈Ω|X(ω)|. Com que EP ∗(X) = EP ∗(1 · X) = 0, ja que
1 ∈ V˜ , hem definit d’aquesta manera una nova probabilitat P ∗∗, equivalent
a P i diferent de P ∗. A me´s, per construccio´ es te´ que per a tot Y ∈ V˜
EP ∗∗(Y ) =
∑
ω∈Ω
















= EP ∗∗Y +
1
2‖X‖∞EP
∗∗(X · Y ) = 0,
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per a qualsevol proce´s previsible (ϕt). Tenim, doncs, que S˜t e´s una P
∗∗−
martingala. Per tant, un cop haguem vist que P ∗∗ e´s una probabilitat, hau-
rem vist que existeixen dues probabilitats diferents i equivalents a P , sota
les quals el proce´s de preus e´s una martingala.
Vegem que P ∗∗ e´s una probabilitat.





















− La σ−additivitat es te´ per construccio´ de P ∗∗.
− Nome´s resta veure que P ∗∗ esta` ben definida, e´s a dir, que ∀ ω ∈ Ω
P ∗∗({ω}) ∈ [0, 1].
0 ≤ P ∗∗({ω}) ≤ 1
⇔ 0 ≤ (1 + X(ω)
2‖X‖∞ )P
∗({ω}) ≤ 1
⇔ 0 ≤ (1 + X(ω)
2‖X‖∞ ) ≤ 1
0 ≤ (1 + X(ω)
2‖X‖∞ )⇔ −1 ≤
X(ω)
2‖X‖∞ ⇔ −2‖X‖∞ ≤ X(ω). Aquesta u´ltima
desigualtat e´s evident per la definicio´ de ‖X‖∞.
Si P ∗({ω}) 6= 0, aleshores (1 + X(ω)
2‖X‖∞ )P
∗({ω}) ≤ 1 ⇔ (1 + X(ω)
2‖X‖∞ ) ≤
1
P ∗({ω}) ⇔ −1 ≤ 1−P
∗({ω})
P ∗({ω}) .
D’aquesta manera hem vist que P ∗∗ e´s probabilitat i e´s diferent de P ∗∗ ja
que existeix com a mı´nim algun ω ∈ Ω tal que P ∗({ω}) = P ∗∗({ω}). Aixo`
acaba la demostracio´. 2
Cap´ıtol 3
Models binomials de mercat
discret
Un cop tractats el principi de no-arbitratge i la fo´rmula de paritat, conside-
rarem el cas d’un mercat amb un u´nic actiu financer, e´s a dir, considerarem
d = 1. Comenc¸arem construint un model binomial de valoracio´ d’opcions
d’un sol per´ıode de temps, i.e. el conjunt T de dates possibles per a dur a
terme operacions bursa`tils esta` format per T = {0, T}. Com tampoc conei-
xem l’evolucio´ del preu de l’accio´ (St), la definirem com un proce´s de variables
aleatories no negatives sobre l’espai de probabilitat (Ω,F , P ).
Amb tot aixo` podrem afrontar el problema de determinar el preu H0 =
{C0, P0} d’una opcio´. Si considerem l’instant actual de la compra d’un call
com t = 0, resulta evident que (St)t>0 ens e´s desconegut, pero` pel que hem
vist al cap´ıtol anterior referent al principi de no arbitratge, podem estimar H
per EP ∗ (βH), on β e´s el factor de descompte, i.e. estimem H per la mitjana
del seu valor descomptat sota una certa probabilitat P ∗.
Per tant el problema de la valoracio´ d’opcions, es redueix a determinar una
probabilitat P ∗ que anomenarem probabilitat neutral al risc, sota la qual el
proce´s de preus (St)t≥0 sigui una martingala.
Vegem, tot seguit, un exemple de com determinar la probabilitat sota la qual
el proce´s (St)t>0 de preus d’una certa accio´ e´s una martingala.
35
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3.0.4 Exemple. Suposem que el preu d’un actiu financer e´s de S0 =10e i
que als 3 mesos pre`n un dels dos possibles valors: S
(u)
T =20e, o be´ S
(d)
T =7.5e.
Si el tipus d’intere`s e´s del 0.01 anual, vegem quin e´s el valor d’una opcio´ de
compra H = (ST − K)+ amb preu d’exercici 15e, sota la hipo`tesi de no
arbitratge.
Tal i com hem definit el factor de descompte pre`viament, tenim que com 3
mesos corresponen a 1/4 d’un any r = 0.01
4
i per tant β−1 = (1 + r) = 1.0025.





T = 20e = S0 · u = S0 · 2010
S
(d)
T 7.5e = S0 · d = S0 · 7.510 .
E´s obvi que la funcio´H proporcionara` un benefici h(u) =5e si ST = S
(u)
T =20e,





5e, si ST = 20e
0e, altrament.
Ara, fent servir el principi de no arbitratge, sabem que existeix una probabi-
litat Q equivalent a P , sota la qual el proce´s de preus S e´s una martingala,
e´s a dir,
EQ((1 + r)
−1ST ) = EQ(S0) = S0.
Si ara definim p = Q(ST = S0 ·u) i (1−p) = Q(ST = S0 ·d) tenim que podem
fer el ca`lcul de EQ(ST ):
EQ((1 + r)
−1ST ) = (1 + r)−1EQ(ST ) = S0 ⇒ (1 + r)S0 = EQ(ST )
(1 + r)S0 = (S0 · u)p+ (S0 · d)(1− p).
Ara, com coneixem totes les inco`gnites de l’equacio´, excepte p, si l’a¨ıllem
obtenim que
p =
(1 + r)− d
u− d = 0.202 i (1− p) =
u− 1− r
1− d = 0.798.
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Un cop determinada la probabilitat Q, que anomenarem probabilitat neutral









(h(u) · p+ hd · (1− p)) = 1
1.0025
(5p+ 0(1− p))
= 1.0075e ' 1e.
3.1 Model Binomial d’un sol per´ıode
Suposem que el preu d’una accio´ pren el valor S0, conegut a temps t = 0 i
un altre valor aleatori ST a temps t = T , ja que aquests so´n els dos u´nics
per´ıodes d’inversio´ que te´ el model.
Sabent que el preu de l’accio´ ST i el pagament d’una opcio´ H = CT o be´
H = PT so´n dues variables aleatories, cal trobar una estrate`gia d’inversio´
que permeti fer front al pagament H a temps t = T , aixo` e´s que VT = H.
Per tal d’aconseguir-ho, construirem una cartera a temps t = 0, que consisteix
en un nombre θ d’accions i η unitats de capital, de manera que el valor inicial
de la cartera V0 es pot escriure com
V0 = η + θS0.
Vegem que s’ha de complir la condicio´ VT = η + θST = H a temps t = T .
Equivalentment, en termes del valor descomptat vegem que V˜T = H˜.
Si VT = η + θST ha de ser H, aleshores tenim, de manera trivial, que
η = H − θST ,
i per tant podem expressar VT com
VT = η + θST = (H − θST ) + θST = H,
Ara, nome´s resta determinar l’estrate`gia d’inversio´ (θ, η), i.e. determinar
aquestes dues constants, de manera que no hi hagi la necessitat de reco´rrer
a cap fons monetari extra per a fer front al pagament de H, a temps t = T .
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Recordem que el valor de la nostra cartera inicialment, a temps t = 0, te´ la
forma
V0 = η + θS0,
i quan deixem passar el temps t = 0 −→ t = T , esdeve´
H = ηβ−1 + θST = V0 + θ∆S.
Observem que per fer una cobertura de la cartera, de manera que el seu valor
VT a temps t = T sigui H nome´s hem de determinar θ en funcio´ del preu de
l’actiu al mercat.
Un model molt senzill, s’obte´ de prendre ∆S com una particio´ binomial
de l’espai mostral, i.e. prenent ST com una variable aleato`ria en l’espai de
probabilitats Ω, de manera que ST vingui determinada per
ST =
{
(1 + b)S0, amb probabilitat p
(1 + a)S0, amb probabilitat (1− p) .
amb a, b ∈ R tals que a < r < b (per tal d’evitar oportunitats d’arbitratge) i
0 < p < 1, tals que
P (ST = (1 + b)S0) = p i P (ST = (1 + a)S0) = 1− p.
Ara per a qualsevol valor de H podem trobar θ i V0, tals que
P
(
H˜ = V0 + θ∆S˜
)
= 1,
de la segu¨ent manera.
Escriurem H = hb quan ST = (1 + b)S0 = S
b i ana`logament H = ha quan
ST = (1 + a)S0. Ara hem d’escollir θ i V0, per satisfer
{
βhb = V0 + θ (β (1 + b)S0 − S0)
βha = V0 + θ (β (1 + a)S0 − S0) (3.1)




hb − ha) = θ (β (1 + b)S0 − S0 − β (1 + a)S0 + S0)⇒ β (hb − ha)
= θ (β (b− a)S0)⇒








on aquesta u´ltima expressio´ denota el canvi relatiu en V respecte el canvi en
el preu de l’accio´. Aquest para`metre tambe´ s’anomena para`metre delta.
Podem determinar la inversio´ inicial V0 necessa`ria per a dur a terme l’es-
trate`gia de cobertura mitjanc¸ant (3.1) de la segu¨ent manera
Per (3.1) tenim que V0 = βh
a − θ (β (1 + a)S0 − S0) i substitu¨ınt θ per l’ex-























(1 + r)S0 − Sa
Sb − Sa + h
aS




Podem introdu¨ır ara el concepte de volatilitat σ que desenvoluparem me´s en
profunditat al cap´ıtol del Model de Black-Scholes, ja que jugara` un paper
molt important a l’hora de desenvolupar el model. La volatilitat mesura
la variabilitat del preu de l’accio´ S i es pot calcular fent el quocient de
ST/S0 = 1 + ξ, on la variable aleato`ria de Bernoulli ξ pren valors entre b i
a, amb probabilitats p i (1− p), respectivament. Per tant σ es pot calcular
com
σ2 = (b− a)2 p (1− p) ,
ja que la volatilitat σ e´s la varianc¸a de la variable aleato`ria ξ ∈ (a, b) i que
te´ una distribucio´ de Bernoulli de para`metre p. Per tant σ = V ar[ξ] on
ξ ∼ Ber(p).
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3.1.1 Exemple. Considerarem el cas en que H = CT = (ST −K)+ e´s una
opcio´ de compra europea amb un preu strike K. A me´s, suposarem que
(1 + a)S0 < K < (1 + b)S0 i que la taxa d’intere`s lliure de risc r ∈ (a, b) e´s
constant, de manera que β = (1 + r)−1 . Aleshores tenim que




S0 (b− a) =
(1 + b)S0 −K
S0 (b− a) .








(S0 (1 + b)−K) .


























(1 + r)S0 − (1 + a)S0


















(S0 (1 + b)−K) .
Notem que la diferenciacio´ respecte b i a, respectivament mostra en aquest
cas que el preu de l’opcio´ augmenta amb b i disminueix amb a.
Vegem un exemple pra`ctic sobre un cas real.
Suposem que la taxa d’intere`s lliure de risc e´s r = 0, S0 = 1 = K, on K e´s el
preu strike, de manera que V0 =
−ab
(b−a) .





⇒ V0 = 0.025,
i la volatilitat del preu de l’accio´ e´s σ2 = 0.1p (1− p).
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3.2 Model Binomial de diversos per´ıodes
Ara considerem un model binomial de valoracio´ d’opcions pero` amb dates
d’operacio´ 0, 1, 2, . . . , T , i.e. T ∈ N;T > 1. Amb aixo` volem dir que el preu
de l’accio´ pren valors S0, S1, S2, . . . , ST i ∀t 6 T , tenim que
St =
{
(1 + b)St−1, amb probabilitat p
(1 + a)St−1, amb probabilitat (1− p) ,
on, de la mateixa manera que abans, r > 0 e´s la taxa d’intere`s lliure de risc
(de manera que β = (1 + r)−1) i a < r < b.
De nou, suposarem que HT e´s el pagament que s’ha d’efectuar a temps t =
T . Considerem el valor de HT−1 a temps t = T − 1, e´s a dir, un per´ıode
abans que arribi la data de venciment t = T . Podem considerar-ho com el
valor inicial del pagament al model binomial d’un sol per´ıode que acabem de
constru¨ır en l’apartat anterior, de manera que existeix una u´nica estrate`gia
d’inversio´ (θ, η) que permetra` fer front al pagament HT en el conjunt de dates
{T − 1, T} i una mesura neutral de risc Q. Per tant podem calcular el valor
de βH com la seva esperanc¸a sota la probabilitat Q, i.e. HT−1 = EQ (βHT ).
Per ser me´s concrets, suposem que HT = (ST −K)+ e´s un call amb preu
strike K i data de venciment t = T . De la mateixa manera que ho hem fet
amb el model binomial d’un sol per´ıode i per tal de simplificar la notacio´,
definim hb = HT , si ST = (1 + b)ST−1 i ha = HT , de manera ana`loga, si
ST = (1 + a)ST−1. Aleshores el valor d’HT−1 ve donat per











qhb + (1− q)ha) ,
amb
q =
(1 + r)ST−1 − (1 + a)ST−1
(1 + b)ST−1 − (1 + a)ST−1 =
r − a
b− a .
De nou, aixo` ens mostra perque` hem anomenat Q com la mesura neutral
de risc, ja que un inversor neutre de risc, e´s aquell que e´s indiferent a una
inversio´ amb un cert grau de benefici, d’una altra la qual la incertesa del
grau de benefici te´ el mateix valor estimat, e´s a dir, sota Q, l’esperanc¸a de
ST , suposant que ST−1 = S, ve donada per la segu¨ent expressio´
EQ (ST |ST−1 = S) = q (1 + b)S + (1− q) (1 + a)S = (1 + r)S.
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Per cone´ixer la V0 que ens permetra` fer front al pagament d’H a la data de
venciment t = T , nome´s hem d’anar iterant aquest proce´s, canviant el conjunt
de dates de manera successiva per: {T − 1, T} , {T − 2, T − 1} , . . . , {1, 0} .
Farem com a cas particular el model de dos per´ıodes.
ST =

(1 + b)ST−1 =
{
(1 + b)2 ST−2
(1 + a) (1 + b)ST−2
(1 + a)ST−1 =
{
(1 + b) (1 + a)ST−2
(1 + a)2 ST−2
Notem que (1 + a) (1 + b)ST−2 = (1 + b) (1 + a)ST−2, per tant nome´s hi ha
tres valors possibles a prendre. Ara aplicarem aquest ana`lisi al valor VT−2
del Call H a temps t = T − 2.
L’accio´, el valor de la qual e´s ST−2 l’escriurem com S per facilitar la no-
tacio´, i pot prendre els tres u´nics valors que acabem de veure: (1 + b)2 S,
(1 + b) (1 + a)S, (1 + a)2 S a temps t = T . Per tant, el call H ha de tenir un
d’aquests tres valors a la data de venciment. Podem escriure aquests valors
com hbb, hab, haa respectivament, per tal de simplificar la notacio´.
Ara de l’expressio´ (3.2) de V0 i utilitzant la definicio´ de q
q =
β−1S0 − Sa
Sb − Sa , 1− q =
Sb − β−1S0
Sb − Sa ,
podem extreure’n els possibles valors de VT−1, ja que
V b = β
(
qhbb + (1− q)hab)
V a = β
(
qhab + (1− q)haa)
respectivament.
Per cada un d’aquests casos haurem trobat el valor de l’opcio´ a temps t =
T −1 i per tant podrem escollir una estrate`gia d’inversio´ (θ, η) adequada com
abans. El valor dels para`metres θ i η es determinen a cada pas de la mateixa
manera que ho hem fet en el model binomial d’un sol per´ıode per tal de no
haver de ingressar diners al compte per fer front al pagament d’H a la data














(1 + b)2 S −K]+ + 2q (1− q) [(1 + a) (1 + b)S −K]+
+ (1− q)2 [(1 + a)2 S −K]+ } .
CAPI´TOL 3. MODELS BINOMIALS DE MERCAT DISCRET 43
Per tant, el valor actual del pagament esta` u´nicament determinat per quan-
titats conegudes per l’inversor a temps t = T − 2.
Cap´ıtol 4
El model discret de
Cox-Ross-Rubinstein
Observant el desenvolupament de l’expressio´ de VT−2 en el model binomial
de diversos per´ıodes del cap´ıtol anterior, podem continuar la recursio´ cap
enrere per tal de calcular el proce´s de valors V = (Vt), per a tot t 6 T .
Prenent β = (1 + r)−1 com a factor de descompte, la inversio´ inicial ne-
cessa`ria per a fer front al pagament d’una opcio´ de compra europea de be-






t! (T − t)!q
t (1− q)T−t
[






t! (T − t)!q
t (1− q)T−t
[








t! (T − t)!q
t (1− q)T−t ,
on A = ı´nf
{
k ∈ Z|S0 (1 + b)k (1 + a)T−k > K
}
.
Observem que utilitzant q = (r−a)
(b−a) i q
′ = q (1+b)
(1+r)
, obtenim que q′ ∈ (0, 1) i
(1− q′) = (1−q)(1+a)
(1+r)
. D’aquesta manera podem escriure el preu neutral al
risc d’un call, com
V0 = S0Ψ (A;T, q
′)−K (1 + r)−T Ψ (A;T, q) . (4.1)
on Ψ e´s la funcio´ de distribucio´ binomial complementa`ria, e´s a dir, ve definida
44
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com





j (1− p)n−j .
La fo´rmula (4.1) e´s el que es coneix com a fo´rmula de Cox-Ross-Rubinstein
de valoracio´ binomial d’un call europeu.
Pero` veurem tot seguit una variant d’aquesta fo´rmula que s’obte´ de calcular
directament l’esperanc¸a d’H sota la mesura Q neutral de risc utilitzant la






Abans pero`, veurem com fer la cobertura d’un call fent-ne la seva valoracio´
amb aquest model. E´s a dir, hem de determinar una estrate`gia d’inversio´
(ηt, θt).
Esta` clar que el valor Vt de l’opcio´ a temps t 6 T ve donat per la fo´rmula
Vt = StΨ (At;T − t, q′)−K (1 + r)−(T−t) Ψ (At;T − t, q) ,
on, de nou, At = ı´nf
{
k ∈ Z St (1 + b)t (1 + a)T−t > K
}
. Ara l’estrate`gia
d’inversio´ (θt, ηt) a l’interval de temps [t− 1, t) per tal de fer front a Vt e´s
Vt = θtSt + ηt (1 + r) .
Per tant Vt ve determinat per St−1 i el moviment del preu a l’interval [t− 1, t)
de manera que pre`n dos possibles valors, depenent de si St = (1 + b)St−1 o
be´ St = (1 + a)St−1. Escrivint V bt i V
a
t respectivament, hem de resoldre el
segu¨ent sistema d’equacions:{
θt (1 + b)St + ηt (1 + r) = V
b
t
θt (1 + a)St + ηt (1 + r) = V
a
t
Un altre cop obtenim que
θt =
V bt − V at
(b− a)St−1 , ηt =
(1 + b)V at − (1 + a)V bt
(1 + r) (b− a) .
Ara podem escriure, de manera ana`loga com ho vam fer en la cobertura
del model binomial d’un sol per´ıode, les expressions binomials de V at i V
b
t , i
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acabar determinant (θt, ηt).
θt =
V bt − V at
(b− a)St−1
=
(1 + b)St−1Ψ (At;T − t, q′)−K (1 + r)−(T−t) Ψ (At;T − t, q)
(b− a)St−1
− (1 + a)St−1Ψ (At;T − t, q
′)−K (1 + r)−(T−t) Ψ (At;T − t, q)
(b− a)St−1
=
((1 + b)− (1 + a))St−1Ψ (At;T − t, q′)
(b− a)St−1





s! (T − t− s)! (q
′)s (1− q)T−t−s .
i
ηt =
(1 + b)V at − (1 + a)V bt




(1 + a)St−1Ψ (At;T − t, q′)−K (1 + r)−(T−t) Ψ (At;T − t, q)
]




(1 + b)St−1Ψ (At;T − t, q′)−K (1 + r)−(T−t) Ψ (At;T − t, q)
]




−K (1 + r)−(T−t) Ψ (At;T − t, q)
)
(b− a) (1 + r)
− (1 + a)
(−K(1 + r)−(T−t)Ψ(At;T − t, q))
(b− a)(1 + r)
=
−K (1 + r)−(T−t) Ψ (At;T − t, q)
(1 + r)
.





s! (T − t− s)! (q
′)s (1− q)T−t−s ,




s! (T − t− s)! (q
′)s (1− q)T−t−s .
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Vegem ara, el model binomial de Cox-Ross-Rubinstein desde un altre punt
de vista que ens proporcionara` un exemple de la importa`ncia de la teoria de
martingales que hem desenvolupat pre`viament.
Recordem que el model ha estat desenvolupat sobre un actiu, e´s a dir, que hem
pres per tal de simplificar els ca`lculs d = 1 i per tant nome´s considerarem un
u´nic actiu S1 = S, a part de l’actiu lliure de risc, e´s a dir, el compte bancari.
Recordem que prenem una taxa d’intere`s lliure de risc r > 0, de manera que
prenent S0 (t) = (1 + r)
t, per a tot t 6 T i per tant β (t) = (1 + r)−t.
Hem vist tambe´ que, les successives variables aleato`ries que determinen el
preu de l’actiu S (t) ∀t 6 T segueixen una distribucio´ de Bernoulli, e´s a dir,
per a tot t 6 T , St = (1 + b)St−1 o be´ St = (1 + a)St−1, on b > a > −1
estan fixades, mentre que S0 (0) e´s constant. Per tant podem escollir l’espai
mostral convenientment de la segu¨ent manera
Ω = {1 + a, 1 + b}T ;T = {1, 2, . . . , T} ,
juntament amb la filtracio´ de σ−a`lgebres escollida a l’inici del cap´ıtol (Ft)
on, recordem, F0 = {∅,Ω} i Ft = {S (u) ;u 6 t} per a tot t 6 T . Notem que
FT = F = 2Ω e´s la σ−a`lgebra de tots els subconjunts de Ω, i.e. P (Ω).
La probabilitat P a Ω e´s la indu¨ıda pels canvis del preus St. Definim Rt =
St
St−1
, de manera que ara per a tot {ω = (ω1, . . . , ωT )} ∈ Ω, definim
P ({ω}) = P (Rt = ωt; t = 1, 2, . . . , T ) .
Per a qualsevol mesura Q a (Ω,F), el fet que el proce´s de preus descomptats




= S˜t−1 e´s equivalent a que
EQ (Rt|Ft−1) = (1 + r) ,
ja que βt/βt−1 = 1+r. Per tant si Q e´s una mesura de probabilitat equivalent
sota la qual el proce´s de preus St e´s una martingala, tenim que EQ (Rt) =
(1 + r). D’altra banda, Rt nome´s pre`n els valors 1 + a i 1 + b, per tant el seu
valor promig pot ser 1 + r nome´s si a < r < b.
Hem provat pre`viament, en el Cap´ıtol 2. Model de mercat discret que:
1. Per a tenir una mesura de probabilitat equivalent, al model binomial,
sota la qual el proce´s de preus St sigui una martingala s’ha de tenir
que a < r < b.
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2. Quan el model binomial e´s viable, hi ha una u´nica mesura equivalent Q
sota la qual, S e´s una Q−martingala. Podem constru¨ır aquesta mesura
veient el lema segu¨ent:
4.0.1 Lema. S˜ e´s una Q−martingala si, i nome´s si, les variables aleato`ries
(Rt) so´n i.i.d. (independents ide`nticament distribuides) amb Q (R1 = 1 + b) =
q i Q (R1 = 1 + a) = 1− q, on q = (r − a) / (b− a).
Demostracio´.
⇐: Per veure-ho, notem que, sota la independe`ncia de les variables ale-
ato`ries (Rt), es satisfara` la igualtat
EQ (Rt|Ft−1) = EQ (Rt) = q (1 + b)+(1− q) (1 + a) = q (b− a)+1+a = 1+r.
Per tant pel que hem vist abans, S˜ e´s una Q−martingala.
⇒: Si EQ (Rt|Ft−1) = 1+r, aleshores, com Rt pre`n nome´s els valors 1+a,
1 + b tenim que
(1 + a)Q ({Rt = 1 + a} |Ft−1) + (1 + b)Q ({Rt = 1 + b} |Ft−1) = 1 + r,
mentres que
Q ({Rt = 1 + a} |Ft−1) +Q ({Rt = 1 + b} |Ft−1) = 1.
Si q = Q ({Rt = 1 + b} |Ft−1), aleshores obtenim que
(1 + a) (1− q) + (1 + b) q = 1 + r,
Per tant q = (r − a) / (b− a). La independe`ncia de les variables aleato`ries
Rt es demostra per induccio´ sobre t > 0, ja que ∀ω ∈ Ω; ω = (ω1, . . . , ωT )




on qi = q quan ωi = 1 + b i e´s igual a 1 − q quan ωi = 1 + a. Per tant les
variables aleato`ries (Rt) so´n i.i.d.
La fo´rmula de valoracio´ de Cox-Ross-Rubinstein:
La fo´rmula que hem obtingut a l’inici del cap´ıtol per mitja` de l’argument
d’anar calculant l’estrate`gia d’inversio´ a cada pas, es pot dedu¨ır, tambe´,
mitjanc¸ant la formulacio´ de martingales calculant l’esperanc¸a sota la mesura
Q d’una opcio´ de compra europea.
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Me´s generalment, el valor del call CT = (ST −K)+ a temps t 6 T ve donat
per
Vt (θ) = β
−1




t EQ (βTCT |Ft) .
Com ST = St
∏T
u=t+1Ru, per la definicio´ de Ru, podem calcular la seva
esperanc¸a de manera senzilla, ja que St e´s Ft−mesurable i cada Ru amb
















 = v (t, Vt) ,
on













x (1 + b)u (1 + a)T−t−u −K
)+
.





= v (0, S0)





u! (T − u)!q
u (1− q)T−u ·
(
S0 (1 + b)
u (1 + a)T−u −K
)]
on A e´s el primer natural k ∈ N pel qual S0 (1 + b)k (1 + a)T+k > K. Per
tant hem escrit la fo´rmula de Cox-Ross-Rubinstein en termes de l’esperanc¸a
del valor del call respecte la mesura Q, sota la qual el proce´s de preus St e´s
una martingala. Aquesta mesura Q se l’anomena mesura neutral al risc.
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Aquest model conegut pel nom de model de Cox-Ross-Rubinstein va ser
desenvolupat per tres economistes, John Carrington Cox, Stephen A. Ross
i Mark Rubinstein i presentat al 1979 en forma d’article sota el t´ıtol ”Op-
tion pricing: A simplified approach”[10] i publicat al Journal of financial
economics.
Cap´ıtol 5
El model continu de
Black-Scholes
El que voldr´ıem fer a continuacio´ e´s, no tan sols quedar-nos amb un nombre
finit de valors de St en l’interval de n per´ıodes [0, T ], amb n finit i desenvo-
lupar tota la teoria a partir d’aqu´ı, sino´ portar el model binomial que hem
desenvolupat al l´ımit, e´s a dir, si teniem n per´ıodes de llargada T/n en els
quals es dividia l’interval [0, T ] que representava la vida de l’opcio´, volem fer
tendir aquest n a infinit i deixar T fixada.
Per tant el que farem e´s veure que el model de Black-Scholes e´s el resultat
de portar el model de Cox-Ross-Rubinstein al l´ımit.
Considerem el proce´s de preus S = (St), ∀t ∈ [0, T ], un put i un call amb
perfil de benecfici PT = (K−ST )+, CT = (ST−K)+ respectivament. Prenem
una particio´ de l’interval [0, T ], de mida T
N
, de manera que t
(N)
i = i · TN ,∀i ∈ {0, . . . , N} i reescrivim el proce´s de valors de l’actiu com
Si = Sti .
Prenem rN = r · TN com a taxa d’intere`s lliure de risc de manera que el preu




De la mateixa manera que hem fet al model binomial, considerem que el
preu de l’actiu pot variar al llarg d’un per´ıode de la segu¨ent manera, e´s a dir,
donant lloc a dos possibles escenaris:
51
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S0 =
{
S0u, tal que u = (1 + rN)e
σ√
N
S0d, tal que d = (1 + rN)e
−σ√
N
Igual que amb els models vistos en els cap´ıtols anteriors, observem que
d < (1 + rN) < u.





on Ti ∈ {u, d}. Tambe´ sabem que
P (TNi = u) = pN =





N − e −σ√N








N − e −σ√N
.





















Vegem que` passa quan fem tendir N →∞, mentres que deixem T fixada, e´s
a dir, estudiem com es comporta l’expressio´ que hem obtingut de Sn quan n
tendeix a infinit.
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Estudiem per separat cada part del sumand de l’expressio´ quan N →∞






XNi ) = limN→+∞σ
√
N(2pN − 1)
v = limN→+∞V ar(
N∑
i=1











. En efecte, fent servir els desenvolupaments de Taylor de
l’exponencial quan x ≈ 0 tenim que
pN =
































Coneguda la probabilitat quan N → +∞ e´s immediat que podem cone`ixer
µ i v, que so´n els para`metres esperanc¸a i varia`ncia de la llei que regula el
proce´s de preus ST
µ = limN→+∞σ
√




v = limN→+∞4σ2pN(1− pN) −→ σ2;N → +∞
Demostracio´.
limN→+∞N · E(XN) = limN→+∞
√
Nσ(2pN − 1)
limN→+∞N · V ar(XN) = limN→+∞σ24pN(1− pN),
si pN → 12 es te´
N · E(XN) ∼ ∞ · 0
σ2 · 4pN(1− pN)→ σ2, quan N → +∞.
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Per tant
v = σ2.
Ara demostrem el valor del l´ımit de l’esperanc¸a µ.













































































, σ2), convergeix en llei quan N → +∞.
Demostracio´.




i , sabem que per a








Aleshores sigui φYN (u)la funcio´ caracter´ıstica
1 de la variable aleato`ria YN , de
manera que tenim














1Es pot trobar una proposicio´ sobre la funcio´ caracter´ıstica d’una variable aleato`ria a
l’Ape`ndix.
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Ara, fent el pas al l´ımit, tenim que







on ϕ(u) e´s la funcio´ caracter´ıstica d’una variable aleato`ria amb distribucio´
N(µ, σ2). 2
Desfent el canvi de variable, tenim que
ST = log(SN) −→ N(log(S0) + rT, σ2).
Amb la llei que regula el proce´s de preus (St)t≥0 coneguda, ara podem afrontar
el problema de la valoracio´ de qualsevol derivat. Notem que si definim CT =
(ST −K)+ o ana`logament PT = (K − ST )+, i f = CT , ST ,
f convergeix en llei ⇔ E(f(log(SN)))→ E[(f(Z))];N → +∞,
on Z ∼ N(µ, v), ∀f ∈ Cb, e´s a dir, el conjunt de funcions cont´ınues i acotades.
Observem pero` que CT /∈ Cb, ja que un call no e´s una funcio´ acotada, en canvi
PT (X) = (K −X)+ compleix que K ≥ (K −X)+ ≥ 0 i per tant tenim que
PT (X) ∈ Cb. Per tant, farem la valoracio´ d’un put i la valoracio´ d’un call
s’obtindra` de la fo´rmula de la paritat call/put.
Per tant calculem el valor del put:
P
(N)
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quan N → +∞. Ara, com que |(α−S0ey)+−(β−S0ey)+|≤ |α−β|, per a tot
α, β, S0e




j ))|≤ K|(1 + rTN )−N − e−rT |→ 0,




XNj )] −→ E[ϕ(Z)]; Z ∼ N(µ, v).




























El que segueix ara e´s nome´s un intent d’arreglar l’expressio´ obtinguda per
tal de simplificar-la i expressar-la en termes de la funcio´ de distribucio´ de
la llei normal, que regula el proce´s de preus (St). Per tant, fem el canvi de




, de manera que y = σ(u− σ
2
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= Ke−rTP(Ke−rT ≥ S0eσze−σ2 ) = Ke−rTP(S0eσz ≤ Ke−rT eσ2 )





) = Ke−rTP(σz ≤ log(K
S0






















= Ke−rTP(z ≤ α + σ
2
2




Un cop arreglat el primer sumand i expressat en termes de la funcio´ de

































⇔ u2 + σ2 − 2σu = y2 ⇔ (u− σ)2 = y2 ⇔






















CAPI´TOL 5. EL MODEL CONTINU DE BLACK-SCHOLES 58
De la mateixa manera que amb l’anterior sumand definim z = y ∼ N(0, 1).
Aleshores
= −S0P(Ke−rT ≥ S0eσz+σ
2
2 ) = −S0P(S0eσz ≤ Ke−rT e−σ
2
2 )





) = −S0P(σz ≤ log(K
S0

















) − rT , per tant e´s
immediat que la igualtat segu¨ent e´s
= −S0P(z ≤ α− σ
2
2




Finalment si ajuntem l’expressio´ manipulada dels dos sumands tenim que la
fo´rmula de la valoracio´ d’un put pel model de Black-Scholes es pot expressar









Ara veiem l’expressio´ d’un call, fent servir la fo´rmula de paritat call/put.
Sabem que
S0 + P0 − C0 = Ke−rT ,




) − S0Φ(α − σ22 ).
D’aquesta manera si substituim a l’equacio´ de paritat, tenim que









= S0(1− Φ(α− σ
2
2




= S0(Φ(x > α− σ
2
2
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Finalment, per la simetria de la funcio´ de la distribucio´ normal, tenim que
Φ(x > α − σ2
2
) = Φ(x ≤ −α + σ2
2
) i Φ(x > α + σ
2
2
) = Φ(x ≤ −α − σ2
2
). Per
tant tenim que podem escriure el call de manera ana`loga com








A.1 Altres definicions i conceptes
A.1.1 Definicio´. Sigui S ⊂ Rn un subespai, es diu que S e´s convex si per
a tota parella de punts x, y ∈ S i per a tot t ∈ [0, 1], tot punt del camı´
σ(t) = (1− t)x+ ty ∈ S.
A.1.2 Definicio´. Sigui C ⊂ Rn un subespai, C rep el nom de con convex si
per a tota parella d’escalars α, β ≥ 0 i tot x, y ∈ C es compleix que
αx+ βy ∈ C.
A.2 Teorema de separacio´ dels conjunts con-
vexos a Rn
Nota: Aquest teorema tambe´ es coneix amb el nom de Teorema de l’hiperpla`
separador.
A.2.1 Teorema. Sigui L ⊂ Rn un subespai sigui K ⊆ Rn un conjunt convex
i compacte tal que K∩L = ∅. Aleshores podem separar L i K per un hiperpla`
que conte´ L, e´s a dir, existeix un funcional φ : Rn −→ R, acotat i definit per
φ(x) =
{
0 si x ∈ L
a > 0 si x ∈ K.
Interpretacio´ geome`trica a R2:
Suposem sense perdre generalitat que L e´s un punt de R2.
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Si K e´s convex existeix un hiperpla` H que conte´ a L i no intersecta K.
Si K no e´s convex qualsevol hiperpla` H que conte´ a L, intersecta K.
Nota: Es pot trobar aquesta demostracio´ a [8] R.J. Elliott i P. Kopp.
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Demostracio´.
Sigui C ⊂ Rn un subconjunt tancat i convex tal que no conte´ el vector nul.
Volem veure que existeix φ : Rn −→ R tal que φ(x) = 0 si x ∈ K. Per tant
hem de constru¨ır aquest funcional de manera que ker(φ) = {x ∈ Rn;φ(x) =
0} compleixi que ker(φ) ∩ C = ∅, d’aquesta manera veurem que L ∩ C = ∅.
Considerem B(0, r) ∈ Rn la bola de centre x = 0 i radi r > 0, amb r prou
gran com perque` B∩C 6= ∅. D’aquesta manera B∩C e´s un conjunt no buit,
tancat, acotat i per tant e´s compacte a (Rn, τe).
D’aquesta manera e´s clar que, si |·| representa la norma euclidiana, com que
|x|> r per a tot x /∈ B tenim que |x|≥ |z|, per a tot z ∈ B∩C, i en particular
per a tot x ∈ C\B ∩ C.
Ara com C e´s convex, per definicio´ de conjunt convex, sabem que ∃λ ∈ [0, 1]
tal que y = λx+ (1−λ)z ∈ C, ∀x ∈ C. Per tant |y|≥ |z|, i d’aquesta manera
|λx+ (1− λ)z|2≥ |z|2.
Si escrivim a · b per designar el producte escalar de a i b, aleshores desenvo-
lupant les dues bandes de la igualtat obtenim que
λ2x · x+ (1− λ)2z · z + 2λ(1− λ)x · z ≥ z · z
λ2x · x+ (1 + λ2 − 2λ)z · z + 2λ(1− λ)x · z ≥ z · z
λ2x · x+ 2λ(1− λ)x · z ≥ −λ(λ− 2)z · z
2(1− λ)x · z − 2z · z + λ(x · x+ z · z) ≥ 0.
Aixo` e´s cert per a tot λ ∈ [0, 1], de manera que si fem λ→ 0, aleshores tenim
que
x · z ≥ z · z = |z|2≥ 0.
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D’aquesta manera, si definim el funcional
φ : Rn −→ R
x 7→ x · z
Tenim automa`ticament que φ(x) esta` acotat inferiorment per |z|2. Notem que
φ(x) tambe´ esta` acotat superiorment com qualsevol altre funcional a Rn.
Si considerem ara K ⊂ Rn un subconjunt compacte i convex tal que K∩L =
∅, podem definir C = K − L0{x ∈ Rn;x = k − lperalgunk ∈ K, l ∈ L}.
Aleshores C e´s convex ja que K i L ho so´n i C e´s tancat. Per a veure
aixo` hem de veure que la successio´ definida per xn = kn − ln convergeix a
alguna x ∈ Rn, aleshores com K e´s compacte, (kn)n≥0 te´ una parcial knr → k
convergent a un k ∈ K. Per tant xn−r = knr − lnr → x quan r → ∞ i
knr → k, de manera que lnr = knr − xnr → k − x. Finalment tenim que
l = k − x ∈ L, ja que L e´s tancat.
Ara com C, per construccio´, no conte´ el zero, podem aplicar la primera part
de la demostracio´ i obtenir d’aquesta manera un funcional φ acotat a Rn, tal
que φ(x) ≥ |z|2> 0. En altres paraules, escrivim
φ(x) = φ(k)− φ(l) ≥ |z|2> 0.
Aixo` s’ha de complir ∀x ∈ C. D’aquesta manera tenim que com φ(l) = 0,
∀l ∈ L i ker(φ) = {x;φ(x) = 0} aleshores L ⊆ ker(φ), mentres que φ(k) > 0,
ja que esta` acotat inferiorment per |z|2> 0. 2
A.2.2 Proposicio´. Sigui X una variable aleato`ria amb moment d’ordre k,
i.e. E|X|k< +∞. Si ara prenem el desenvolupament de Taylor de la funcio´
eitx fins a ordre k, obtenim




d’aquesta manera, per linealitat tenim que




on φ(t) e´s la funcio´ caracter´ıstica de la varia`ble aleato`ria X i e(t) e´s l’espe-
ranc¸a dels termes de l’error del desenvolupament de Taylor.
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